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В
ступ. В ме жах
р і з н о  м а н і т н и х
гідро е нер ге тич них
об'єктів — гідро е ле к т рич них, гідро а ку му лю ю чих
еле к т рич них та на сос них станцій за пев них умов
ут во рю ють ся так звані біля к ри тичні гідравлічні
ре жи ми. Особ ливість цих ре жимів по ля гає в то -
му, що вільна по верх ня по то ку не опи сується
рівнян ня ми повільно" та плав нозмінно го ру ху з
мо но тон ною кри вою вільної по верхні, а має хви -
ле" або валь це подібний ха рак тер. Такі ре жи ми
фор му ють ся в ниж нь о му б'єфі во до скидів і низь -
ко напірних ГЕС, в гідро технічних ту не лях і тру -
бах, у відкри тих ка на лах при пу с ку та зу пинці аг -
ре гатів ГЕС, ГА ЕС, НС. Ви ник нен ня біля к ри тич -
них течій зафіксо ва но у ниж нь о му б'єфі Ризь кої,
Ке гумсь кої, Воткінської ГЕС, в без напірних ту не -
лях і га ле ре ях будівель них во до скидів Інгурсь кої
і Ко лимсь кої ГЕС, у де ри ваційно му ка налі ГЕС
Оре зон, в Кар шинсь ко му і Фер гансь ко му ка на лах
та в ме жах інших гідро е нер ге тич них об'єктів [1—
4]. 
Ха рак тер ною особ ливістю та ких біля к ри тич -
них ре жимів з ут во рен ням хви ле подібної по -
верхні є те, що мак си маль на гли би на під вер ши -
на ми хвиль пе ре ви щує се ред ню гли би ну по то ку,
внаслідок чо го мо же відбу ти ся пе ре лив во ди че -
рез верх бо ко вих дамб ка налів. У без напірних ту -
не лях ця об ста ви на мо же приз ве с ти до пе ре хо ду
від про ект но го без напірно го ре жи му до не про ект -
них — напірно го чи напівнапірно го ре жимів із ви -
ник нен ням до дат ко вих гідро ди намічних на ван та -
жень на об роб ку ту нелів та відповідною зміною
про пу ск ної здат ності ту нелів. 
Руй ну ван ня залізо бе тон но го кріплен ня та
роз ми ви ло жа відбу ли ся на Кар шинсь ко му і
Аму—Бу харсь ко му ка на лах внаслідок дії біля к -
ри тич них хвиль пе реміщен ня, що ут во рю ва ли ся
при зу пинці та пу с ку аг ре гатів на сос них станцій,
при чо му на Кар шинсь ко му ка налі спо с теріга ло ся
за топ лен ня берм та ки ми хви ля ми на до вжині
3,6—3,9 км [3]. Ви со та хвиль пе реміщен ня за зна -
че но го ти пу мо же бу ти до сить ве ли кою. Так на -
при клад, у де ри ваційно му ка налі ГЕС Оре зон при
відклю че ній ви т раті 200 м3/с ви со та хвиль до ся -
га ла 1,4 м [2]. 
За зна чені особ ли вості гідравлічних ре жимів
ви ма га ють роз роб ки надійних ме то дик опи сан ня
профілю вільної по верхні по то ку.
1. Аналіз ос танніх досліджень. Те орія хвиль
на воді є од ним з розділів кла сич ної ме ханіки
ріди ни. Опи сан ня та ких хвиль — це над зви чай но
склад на за да ча, внаслідок чо го у за галь но му ви -
пад ку во на не розв'яза на. Про те існує ве ли ка
кількість ме тодів по бу до ви на бли же них роз в'яз -
ків, се ред яких важ ли ве місце зай ма ють асимп то -
тичні. Роз клад про це су за пев ним па ра ме т ром та
вра ху ван ня членів роз кла ду до пев но го по ряд ку
ма лості при зво дить до от ри ман ня від нос но про -
стих мо де лей з їх на ступ ним аналізом та по бу до -
вою мож ли вих розв'язок. При цьо му важ ли ве
зна чен ня ма ють ди фе ренціальні рівнян ня з
солітон ни ми розв'яз ка ми, що ви ни ка ють на ос -
нові ба лан су нелінійних та дис персійних ефектів.
Вив чен ням хвиль на воді зай ма ли ся Ж. Бус сі -
неск, Д.Ж. Кор те вег—де Фріс, Д.С. Рас сел, Г. Ламб,
Х. Фавр, Д.Х. Ке ле ган, Д.В. Пат тер сон, Д.Д. Сто -
кер, В.В. Смис лов, Ф. Серр,  І. Іва са,  А.А. Тур су -
нов, В.Г. Ве ре земсь кий, Г. Холь торф, П. Бхат на -
гар, Д.Х. Пе регрін, Т. Гор дон, В.М. Ан дер сен, В.Х.
Ха гер, К. Хут тер та інші вчені. Існу ючі розв'яз ки
де я ких ди фе ренціаль них рівнянь, що опи су ють
біля к ри тичні хвилі на по верхні во ди (усамітне на
хви ля, кноїдальні хвилі та ін.), ма ють істот ний не -
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долік. Цей не долік по ля гає в то му, що профіль
вільної по верхні роз гля ду ва них явищ у зга да них
розв'яз ках ви ра жається че рез мак си маль ну гли -
би ну, яка апріорі є невідо мою, а виз на чен ня цієї
гли би ни є однією з най важ ливіших за дач прак -
тич них роз ра хунків.
2. Ме то ди ка досліджень. Пи тан ня про гра -
ничні умо ви в по чат ко во му пе рерізі біля к ри тич -
них течій ріди ни ви яв ляється не до стат ньо вив че -
ним. До сить ча с то апріорі вва жається, що в по чат -
ко во му пе рерізі ба га ть ох типів роз гля ду ва них
явищ потік є па ра лель но стру мин ним з гідро ста -
тич ним роз поділом ти с ку. При цьо му мож ливість
існу ван ня на хи лу і кри виз ни еле мен тар них стру -
ми нок у цьо му пе рерізі вза галі не роз гля дається.
Тут до реч но підкрес ли ти, що ек с пе ри мен таль не
вив чен ня сту пе ня на хи лу і кри виз ни не тільки
еле мен тар них стру ми нок, а й навіть кри вої
вільної по верхні шля хом без по се редніх вимірю -
вань цих па ра метрів, при нинішньо му рівні роз -
вит ку вимірю валь ної техніки, є ма ло пер спек тив -
ним внаслідок відсут ності надійної ме то ди ки
вимірю вань та не обхідної апа ра ту ри.
Ви ко ри с та на в ро боті ме то ди ка оцінки сту пе -
ня на хи лу і кри виз ни не тільки еле мен тар них
стру ми нок, а й навіть кри вої вільної по верхні
шля хом без по се редніх вимірю вань цих па ра -
метрів при нинішньо му рівні роз вит ку вимірю -
валь ної техніки є ма ло пер спек тив ним внаслідок
відсут ності надійної ме то ди ки вимірю вань та не -
обхідної апа ра ту ри.
Ви ко ри с та на в ро боті ме то ди ка оцінки сту пе -
ня на хи лу і кри виз ни еле мен тар них стру ми нок та
сту пе ня відхи лен ня від гідро ста тич но го за ко ну
роз поділу ти с ку по гли бині у ви б ра них пе рерізах
по то ку ос но вується на ви ко ри с танні по казів дон -
них п'єзо метрів. При цьо му не обхідні ха рак те ри -
с ти ки у роз гля ду ва них пе рерізах по то ку зна хо -
дять ся за до по мо гою ко ефіцієнтів негідро ста тич -
ності s, по тенціаль ної енергії β та гідро ди намічно -
го ти с ку k. Для па ра болічно го за ко ну роз поділу
гідро ди намічно го ти с ку по гли бині за зна чені ко -
ефіцієнти пов'язані між со бою та ки ми за леж но с -
тя ми [4] :
β = (1 + 2s)/3,  k = (4s − 1)/3, β = (1 + k)/2.   (1)                                                                
Зна ю чи п'єзо ме т рич ний тиск (ви ра же ний у
ви соті во дя но го сто впа) у двох точ ках роз гля ду -
ва но го вер ти каль но го пе рерізу по то ку з гли би -
ною h (на по верхні hп.п. = 0 та на дні hп.д. = sh) і вра -
хо ву ю чи на явність па ра болічно го за ко ну роз -
поділу гідро ди намічно го ти с ку по гли бині, за до -
по мо гою ко ефіцієнтів s, k, β мож на виз на чи ти всі
не обхідні ха рак те ри с ти ки по то ку у ви б ра но му пе -
рерізі.
За зна чи мо, що опи са ну ме то ди ку до сить лег -
ко за сто су ва ти як в те о ре тич них схе мах, так і в ек -
с пе ри мен таль них досліджен нях.
3. По ста нов ка за вдан ня. Ме тою ро бо ти є
аналіз існу ю чих ди фе ренціаль них рівнянь, ви ко -
ри с то ву ва них для опи сан ня профілю вільної по -
верхні хви ле подібних біля к ри тич них ре жимів;
вста нов лен ня зв'язків між ци ми рівнян ня ми; ви -
яв лен ня мож ли во с тей за сто су ван ня ви ве де но го
уза галь не но го ди фе ренціаль но го рівнян ня біля к -
ри тич них течій, яке у яв но му ви гляді вра хо вує
мож ливі на хил і кри виз ну еле мен тар них стру ми -
нок у по чат ко во му пе рерізі роз гля ду ва них явищ. 
4. За галь на мо дель нелінійних хвиль на воді.
У більшості ви падків вив чається за да ча ру ху по -
верх не вих гравітаційних хвиль, яка до б ре опи -
сується мо дел лю іде аль ної не стис ли вої ріди ни з
по тенціаль ним ру хом [5]. При цьо му виз на чен ня
век тор но го по ля зво дить ся до ска ляр ної за дачі
для по тенціалу швид ко с тей ϕ та відхи лен ня віль -
ної по верхні η. Роз гля дається пло с ка за да ча
(фрон таль ний підхід хвиль) у пря мо кутній де -
кар товій си с темі ко ор ди нат x, y, z. Вісь 0z на прав -
ле на вго ру від нез бу ре ної вільної по верхні z = 0
(Рис. 1). Вільна збу ре на по верх ня по зна чається
ви ра зом z = η (x, t), а по верх ня дна в рідині із
змінною гли би ною ха рак те ри зується рівнян ням
z = − H (x). За да ча виз на чається дією двох ос нов -
них ха рак те ри с тик — па ра ме т ром не лі ній ності α
та па ра ме т ром дис персії β.
При роз гляді хвиль на воді рух во ди мо же бу -
ти ус та ле ним в часі з не ру хо ми ми в про сторі хви -
ля ми, що зай ма ють незмінне по ло жен ня, або не -
ус та ле ним з ут во рен ням хвиль пе реміщен ня. Роз -
гля да ю чи не ус та лені хвилі пе реміщен ня, дос лід -
ни ки  виділя ють так зва ний пер ма нент ний період
існу ван ня цих хвиль, що ру ха ють ся у про сторі з
постійною швидкістю та незмінним профілем
вільної по верхні. Такі пер ма нентні хвилі пе -
реміщен ня зви чай но роз гля да ють у ру хомій си с -
темі ко ор ди нат, яка ру хається із швидкістю по -
ши рен ня хвиль і в то му ж на прям ку, що і хвилі
Рис. 1.  Геометрія задачі
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пе реміщен ня. У такій ру хомій си с темі ко ор ди нат
яви ще ви гля дає як ус та ле не, внаслідок чо го з
аналізу ви клю чається фак тор ча су.
5. Ко рот кий аналіз ви ко ри с то ву ва них рів -
нянь. Се ред ве ли кої кількості ди фе ренціаль них
рівнянь, що опи су ють хвилі на воді, в ок ре му гру -
пу виділи мо рівнян ня Се ле зо ва, Кор те ве га—де
Фріса, Буссіне ска. Всі ці рівнян ня опи су ють нелі -
ній но"дис персійні ефек ти при русі по верх не вих
гравітаційних хвиль у воді. Це — ево люційні рів -
нян ня і во ни опи су ють по ши рен ня ло калізо ва них
хвиль — відо крем ле них хвиль ти пу солітонів [6].
Про те, як що вра хо ву ва ти ефек ти ви що го по ряд -
ку, як це ро бить ся в де я ких мо де лях, то мож ли во
де я ка ви дозміна солітонів на відміну від кла сич -
но го профілю, опи су ва но го рівнян ням Кор те ве га
—де Фріса. 
Рівнян ня Се ле зо ва ма ють та кий ви гляд [7]:
ηt + (hu)x = 0,                          (2)
де α = a max/H — па ра метр нелінійності, β = (P/1)
— па ра метр дис персії, a max — мак си маль на ам плі -
ту да, Н — гли би на, l — го ри зон таль ний мас штаб.
Ниж ні індек си при ви ко ри с та них ве ли чи нах оз -
на ча ють похідну по вка за ній у індексі ха рак те ри -
с тиці.
Унікальністю ди фе ренціаль них рівнянь Се -
ле зо ва (2), (3) є те, що во ни опи су ють ду же за -
галь ний ви па док ру ху гравітаційних хвиль на по -
верхні во ди за на яв ності нелінійно"дис персійних
ефектів. Мо дель Се ле зо ва не на кла дає об ме жень
на па ра метр нелінійності α, але па ра метр дис -
персії β пе ред ба чається ма лим, тоб то β << 1. При
на кла данні пев них умов із рівнянь Се ле зо ва (2),
(3) ви во дять ся, як ча с тинні ви пад ки, відомі
рівнян ня Кор те ве га—де Фріса, Буссіне ска, Пе -
регріна, нелінійні рівнян ня мілкої во ди та похідні
від цих рівнянь.
Рівнян ня Кор те ве га—де Фріса 
ut + α uux + β uxxx = 0                (4)
має універ саль ний ха рак тер і опи сує ба га то різно -
манітних явищ та про цесів різної фізич ної при ро -
ди — хвилі на воді, в плазмі, ат мо сфері, га лак ти -
ках, над провідни ках, лініях зв'яз ку і т.п. [6]. Це
рівнян ня є од ним з ос нов них рівнянь солітоніки.
Для ви пад ку хвиль на воді рівнян ня Кор те ве -
га—де Фріса мож на ви ве с ти із рівнянь Се ле зо ва
(2), (3), як що па ра ме т ри нелінійності α та дис -
персії β є до сить ма ли ми, а   зна чен ня цих па ра -
метрів α та β є од но го по ряд ку ма лості.
При роз гляді хвиль на воді для ви пад ку ус та -
ле но го ру ху (не ру хомі в про сторі хвилі в не ру -
хомій си с темі ко ор ди нат) та не ус та ле но го пер ма -
нент но го ру ху (хвилі пе реміщен ня в ру хомій си с -
темі ко ор ди нат), ко ли фак тор ча су ви клю чається
із аналізу, розв'яз ки рівнян ня Кор те ве га — де
Фріса істот но спро щується. При цьо му їх мож на
пред ста ви ти у та ко му ви гляді:
а) кноїдальні хвилі
,            (5)                
б) усамітне на хви ля 
,      (6)   
де hв і h1 мак си маль на і мінімаль на гли би ни
відповідно, Δ і k — па ра ме т ри хвиль.
Рівнян ня Буссіне ска
,                 (7)
,              (8)
опи су ють хвилі, що по ши рю ють ся од но час но в
двох про ти леж них на прям ках — вліво та впра во.
Ці рівнян ня мож на от ри ма ти із ди фе ренціаль них
рівнянь Се ле зо ва (2), (3) для ви пад ку постійної
гли би ни. Не обхідно за ува жи ти, що розв'язок (6)
рівнян ня Кор те ве га — де Фріса, який опи сує
усамітне ну хви лю, що ру хається впра во, та кож
за до воль няє і рівнян ням Буссіне ска (7), (8).
Рівнян ня Пе регріна
,                (9)
,              (10)
опи су ють пе реміщен ня гравітаційних хвиль на
по верхні во ди із змінною гли би ною. Ці рівнян ня
мож на от ри ма ти із уза галь не них ди фе ренціаль -
них рівнянь Се ле зо ва (2), (3) для ви пад ку змінної
гли би ни.
Рівнян ня мілкої во ди гіпер болічно го ти пу
,                 (11)
ut + ηx + α uux = 0 ,                    (12)
мож на ви ве с ти із ди фе ренціаль них рівнянь Се ле -
зо ва (4), (5) у ви пад ку β << α. При па ра метрі
(3)
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нелінійності α << 1 з рівнянь (11), (12) вип ли ва -
ють ліне ари зо вані рівнян ня
ut = − η x ,                          (13)                                    
η t = − (hu) x.                           (14)
З ура ху ван ням по зна чен ня , во ни
зво дять ся до відо мо го хви ль о во го рівнян ня
.                 (15)                                                    
Рівнян ня sin—Гор до на в ко ор ди на тах прос -
тір—час за пи су ють у та ко му ви гляді 
ϕu − ϕxx + sin ϕ = 0.             (16)
Це гіпер болічне рівнян ня і для різних умов
має ряд розв'язок, се ред яких мож на виділи ти
розв'яз ки усамітне ної хвилі підви щен ня та по ни -
жен ня, кінка та ан тикінка.
Рівнян ня Сер ра [8] ви ко ри с то ву ють ся для
опи сан ня профілю вільної по верхні біля к ри тич -
них течій з ус та ле ним та пер ма нент ним ру хом.
При ви ко нанні те о ре тич них і прак тич них роз ра -
хунків ши ро ко ви ко ри с то ву ють ся два рівнян ня
Сер ра — од не, ви ра же не че рез пи то му енергію Е,
(17)
та дру ге, ви ра же не че рез мо мент M (функцію ім -
пуль су),
.       (18)
Рівнян ня Смис ло ва
.    (19)
ви ве де но прак тич но для тих же умов, що і
рівнян ня Сер ра (17). Про те во но, на відміну від
рівнян ня Сер ра, яке вра хо вує на хил і кри виз ну
еле мен тар них стру ми нок в роз ра хун ко вих пе -
рерізах по то ку, бе ре до ува ги ли ше кри виз ну цих
стру ми нок. Внаслідок цьо го рівнян ня Сер ра ви -
яв ляється точнішим за рівнян ня Смис ло ва.
Рівнян ня Ан дер се на 
h’2 = − 2h3 + 3 Eh2 − 3 ln h + C4          (20)
за пи са не для зна чен ня кри тич ної гли би ни
. Рівнян ня Смис ло ва (19) та Ан -
дер се на (20) от ри мані на ос нові схо жих вихідних
умов і при кри тичній гли бині, рівній оди ниці, є
то тож ни ми. Відповідно з цим рівнян ня Ан дер се -
на (20) має ті ж не доліки, що і рівнян ня Смис ло -
ва (19).
За зна чи мо, що у за леж но с тях (17) — (20) ко -
ефіцієнти С1, С2, С3, С4 яв ля ють со бою кон стан ти
інтег рування.
Рівнян ня Ха ге ра—Хут те ра [9]
.(21)
за пи са не для ха рак тер но го пе рерізу роз гля ду ва -
них явищ, в яко му дру га похідна .
Рівнян ня Ха ге ра [10] та кож за пи са не для ха -
рак тер но го пе рерізу з дру гою похідною і
має та кий ви гляд:
. (22)
де відно шен ня Φ = E0/h0 відповідає енергії E0 під -
ра хо ваній для ви ще заз на че но го пе рерізу за фор -
му лою 
.             (23)
де h0 — гли би на у вка за но му пе рерізі.
Не доліком ди фе ренціаль них рівнянь (21) і
(22) є складність ко рект ної оцінки зна чень пер -
шої похідної у вка за но му пе рерізі. Не обхідно під -
крес ли ти, що ди фе ренціальні рівнян ня Смис ло ва
(19), Ан дер се на (20) та Ха ге ра (23), які містять
чле ни з на ту раль ним ло га риф мом, поз бав лені
мож ли вості от ри ма ти точні аналітичні роз в'яз ки
з ви ко ри с тан ням функцій sch(x) та  cn(z,k).
За галь ним не доліком ди фе ренціаль них рів -
нянь (2)—(4), (7)—(22), ви ко ри с то ву ва них для
опи сан ня профілю вільної по верхні біля к ри тич -
них течій ріди ни, є не виз на ченість у яв но му ви -
гляді гра нич них умов у їх по чат ко во му пе рерізі,
пов'яза них з на явністю чи відсутністю гідро ста -
тич но го за ко ну роз поділу ти с ку по гли бині. З ме -
тою усу нен ня цьо го не доліку в ро боті [4] по бу до -
ва на прин ци по во но ва ма те ма тич на мо дель хви -
ле подібних біля к ри тич них течій, яка вра хо вує
мож ли ву на явність на хи лу та кри виз ни еле мен -
тар них стру ми нок (тоб то ступінь відхи лен ня від
гідро ста ти ки) у по чат ко во му пе рерізі роз гля ду ва -
них явищ за до по мо гою ко ефіцієнтів s1, k1, β1. В
ро боті [4] бу ло ви ве де но уза галь не не ди фе -
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ренціаль не рівнян ня профілю вільної по верхні
хви ле подібних біля к ри тич них течій, за пи са не у
розмірній (24) та без розмірній (25) фор мах:
(24)
,     (25)
де η = h/h1 — біжу ча без розмірна гли би на;
— чис ло Фру да у пе рерізі 1—1.
За галь ний розв'язок ди фе ренціаль них рів -
нянь (24), (25), що опи сує кноїдальні хвилі, ви ра -
жається у ви гляді на ступ ної си с те ми рівнянь
(26)
де ηв = hв/h1 — відно шен ня мак си маль ної гли би ни
до мінімаль ної.
За леж ності (24)—(26) вра хо ву ють мож ли ву
на явність на хи лу і кри виз ни еле мен тар них стру -
ми нок у по чат ко во му пе рерізі біля к ри тич них
течій за до по мо гою ко ефіцієнтів s1, k1, β1 . У ви -
пад ку відсут ності зга да них на хи лу і кри виз ни
еле мен тар них стру ми нок, тоб то за на яв ності
гідро ста тич но го роз поділу ти с ку у по чат ко во му
пе рерізі роз гля ду ва них явищ, за галь ний розв'я -
зок (26) зво дить ся до відо мо го розв'яз ку (6)
усамітне ної хвилі.
Співстав лен ня ре зуль татів роз ра хунків за си -
с те мою рівнянь (26) з ек с пе ри мен таль ни ми да ни -
ми, ви ко на не для оди нич ної хвилі, кноїдаль них
хвиль, усамітне ної хвилі, хви ля с то го стриб ка при
чис лах Фру да близь ких до оди ниці (ко ли втра ти
енергії по до вжині по то ку є не знач ни ми), по ка за -
ло їх хо ро шу збіжність [11, 12].
Вис нов ки. 
1. В ме жах різних типів гідро е нер ге тич них
об'єктів за пев них умов ут во рю ють ся біля к ри -
тичні гідравлічні ре жи ми. 
2. Ди фе ренціальні рівнян ня (2)—(4), (7)—
(22) не вра хо ву ють мож ли ве відхи лен ня від
гідро ста тич но го роз поділу ти с ку по гли бині у по -
чат ко во му пе рерізі біля к ри тич них течій.
3. Для ви ко ри с тан ня в прак тич них і те о ре тич -
них роз ра хун ках ре ко мен дується уза галь не не ди -
фе ренціаль не рівнян ня профілю вільної по верхні
біля к ри тич них течій (24), (25), яке вра хо вує мож -
ли ве відхи лен ня від гідро ста ти ки у по чат ко во му
пе рерізі роз гля ду ва них явищ.
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